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Ââåäåíèå
Ïðè ðàçðàáîòêå ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåìûõ ïðîãðàìì âàæíî, ÷òîáû èõ âûïîë-

íåíèå áûëî äîñòàòî÷íî áûñòðûì. Â [8] ñôîðìóëèðîâàí îáîáùåííûé òåçèñ ×¼ð÷à:

”
Ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà ðàçóìíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìî-
äåëè, èñïîëüçóþùåé ðàçóìíîå èçìåðåíèå âðåìåííîé ñëîæíîñòè, âû÷èñëèìà íà äåòåð-
ìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ“ (òî åñòü ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP[1,2]). Ýòîò ðàñøèðåííûé òåçèñ ×¼ð÷à áîëåå åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïîëè-
íîìèàëüíûì òåçèñîì ×¼ð÷à äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà.

”
Ðàçóìíîñòü“ âû÷èñëèòåëüíîé

ìîäåëè ðàçíûìè èññëåäîâàòåëÿìè ïîíèìàåòñÿ ïî-ðàçíîìó, ñëåäñòâèåì ÷åãî â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ âñ¼ ÷àùå ïîÿâëÿþòñÿ

”
äîêàçàòåëüñòâà“ (ñîäåðæàùèå îøèáêè) çíàìåíèòîé

ïðîáëåìû: âåðíî ëè, ÷òî P = NP? Ïðè ýòîì øàã ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé àëãîðèòìîâ
òðàêòóåòñÿ èíòóèòèâíî.

Íèæå äîêàçàíî, ÷òî
”
ðàçóìíîñòü“ øàãà âû÷èñëåíèÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ìîæåò

çàêëþ÷àòüñÿ â èñïîëüçîâàíèè òîëüêî òàêèõ ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèé èç êëàññà FP, äëè-
íà çàïèñè ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ (âêëþ÷àÿ äëèíó çàïèñè âñåãî èçìåíÿåìîãî
ñòåêà) óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà êîíñòàíòó, åäèíóþ äëÿ âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ
(ñëåäñòâèÿ 1 è 7). Â ýòîì ñìûñëå îáû÷íîå îïðåäåëåíèå îáùåðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ

”
ðàçóìíîé“ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëüþ, òîëüêî åñëè ÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ â

åäèíèðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (òîëüêî ïàëî÷êàìè). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî [2] ãî-
âîðèòü î ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðè÷¼ì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå ïðå-
äèêàòû çà÷àñòóþ NP-ïîëíû.

Ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ðåàëüíûõ àëãîðèòìîâ íà ìàøèíå Òüþðèíãà (÷òî òðåáóåò-
ñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî ïîëèíîìèàëüíîñòè ïî âðåìåíè) êðîïîòëèâî, óòîìèòåëüíî
è, çà÷àñòóþ, èçëèøíå. Îöåíêè æå ÷èñëà øàãîâ ðàáîòû ïðîãðàìì íàä êîíêðåòíû-
ìè äàííûìè, êàê ïðàâèëî, ñäåëàòü íå î÷åíü ñëîæíî, íî ýòî íå âñåãäà îáåñïå÷èâàåò
(îáû÷íî, â ñèëó áûñòðîãî ðîñòà äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé) ðåàëü-
íóþ ïîëèíîìèàëüíîñòü ïî âðåìåíè àëãîðèòìà. Â [5] äîêàçàíû óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíî-
ñòè êëàññó FP ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé, òî åñòü ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ íà ìîäåëè,
âåñüìà áëèçêîé ê ÿçûêó ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïàñêàëü.

Äîñòàòî÷íî ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäñ÷åò ÷èñëà øàãîâ ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà. Â
íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè
ïî âðåìåíè ôóíêöèè, ðåàëèçîâàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåôàë-5 [7]. Ïî-
ñêîëüêó ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàííûì îáîáùåíèåì òàêèõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé àëãîðèòìà êàê íîðìàëüíûå àëãîðèòìû, à òàêæå ââîäèìûå çäåñü
àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà è ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà, òî â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèé îñíîâíîé òåîðåìû äîêàçàíû óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè ïî âðåìåíè è ýòèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèìåíèìûõ â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

ßçûê ðåôàë-5 (REFAL � Recursive Function Algorithmical Language) áûë ðàçðàáî-
òàí è ðåàëèçîâàí Â.Ô. Òóð÷èíûì â Íüþ-Éîðêå [7] (ñì., òàêæå [2]). Îí ïðåäíàçíà÷åí
äëÿ îáðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ, çàïèñàííûõ â ïîëå çðåíèÿ è â ñîäåðæèìîì ñòåêà,
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ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåêîì ñòåêîâ. Ïîíÿòèå ðåôàë-5-ôóíêöèè (ò. å. ôóíêöèè,
çàïðîãðàììèðîâàííîé íà ÿçûêå ðåôàë-5) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà ïðè óñëîâèè, ÷òî íå èñïîëüçóþòñÿ âñòðîåííûå îïåðàòîðû
ðàáîòû íàä ôàéëàìè.

Âåñüìà àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðî-
ãðàììà, íàïèñàííàÿ íà ÿçûêå ðåôàë-5, çàäàåò ïîëèíîìèàëüíî áûñòðóþ ôóíêöèþ, ò.
å. ôóíêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó FP [1, 2, 4].

Â ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ðåôàë-
5-ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùåå ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [5] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå äâàæäû ïîëèíîìèàëüíîé ïàñ-
êàëåâèäíîé ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è íàä ñïèñêîì áàçîâûõ ïîäïðîãðàìì, ÿâëÿþùèõñÿ
ïàñêàëåâèäíûìè ôóíêöèÿìè), âûïîëíåíèå êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåò ïîëèíîìèàëüíóþ
áûñòðîòó âû÷èñëåíèÿ ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìà
Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñëîâèé ÿçûêà ðåôàë-5 â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ, êàê è â

ÿçûêå ïðîëîã, èñïîëüçóåòñÿ çàïÿòàÿ.
Ïî ñóòè äåëà, â ÿçûêå ðåôàë-5, â îòëè÷èå îò áàçèñíîãî ðåôàëà, èñïîëüçóåòñÿ äåðå-

âî óñëîâèé, òàê êàê âûïîëíåíèå êàæäîãî ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ çàâèñèò îò ðåçóëüòàòà
ïðîâåðêè ïðåäûäóùåãî óñëîâèÿ, à óñëîâèå ìîæåò ñîäåðæàòü ñðàâíåíèå ñ íåñêîëüêè-
ìè îáðàçöàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè âåòâëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ îáðàçåö ñ ïåðåìåííûìè äëÿ
÷àñòåé àðãóìåíòà, çà êîòîðûì ñëåäóåò çíàê ðàâåíñòâà è ôóíêöèîíàëüíîå âûðà-
æåíèå èëè ñëåäóåò äåðåâî óñëîâèé, íà÷èíàþùååñÿ ñ çàïÿòîé, íà ëèñòüÿõ êîòîðîãî
ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà íàõîäÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ, âîçìîæíî èñïîëüçó-
þùèå ñèíòàêñè÷åñêèå (êðóãëûå) ñêîáêè, êîíêàòåíàöèþ (ïðèïèñûâàíèå äðóã ê äðóãó
äâóõ ñëîâ èëè ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé, èëè âûçîâîâ ôóíêöèé ñ àðãóìåíòàìè â
âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé).

Ðåôàë-5-ôóíêöèåé íàçîâåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: å¼ èìÿ, ïîñëå êîòîðîãî íàõî-
äèòñÿ çàêëþ÷¼ííàÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèé,
îòäåë¼ííûõ äðóã îò äðóãà òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

Íàïðèìåð,
ÈÌß_ÔÓÍÊÖÈÈ{ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ_1;...;ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ_N}
Ïîä âûïîëíåííûìè ðåêóðñèâíûìè âûçîâàìè ðåôàë-5-ôóíêöèè f äëÿ àðãóìåíòà

Q áóäåì ïîíèìàòü âñå âûçîâû ýòîé ôóíêöèè, âûïîëíåííûå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè f äëÿ àðãóìåíòà Q.

Ðåôàë-5-ôóíêöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü âûçîâû âñïîìîãàòåëüíûõ (îïðåäåë¼ííûõ ðà-
íåå è âñòðîåííûõ) ôóíêöèé.

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ õàðàêòåðèñòèê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ
ðåôàë-5-ôóíêöèé. Ïóñòü ñïèñîê S ñîäåðæèò âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, äîñòà-
òî÷íûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5-ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå.Ïîä ÷èñëîì ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè ðåôàë-5-ôóíêöèè
f íàä ñïèñêîì ôóíêöèé S îò àðãóìåíòà Q ïîíèìàåì ÷èñëî âûïîëíåííûõ ðåêóðñèâ-
íûõ âûçîâîâ ôóíêöèè f ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ f(Q), èçìåðÿåìîå îòíîñèòåëüíî
äëèíû àðãóìåíòà Q.

Îïðåäåëåíèå.Ïîä äëèíîé çàïèñè ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèÿ
ïîíèìàåì äëèíó çàïèñè ñîäåðæèìîãî ïîëó÷åííîãî ñòåêà, ñëîæåííîãî ñ äëèíîé çà-
ïèñè ôóíêöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà

”
ëèñòå“ âûïîëíåíîé

”
âåòêè“
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óñëîâèé (â äåðåâå óñëîâèé) è â êîòîðîå âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëåíû èõ
çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì èç êîðíÿ äåðåâà è
ïðîâåðêè âñåõ óñëîâèé, íàõîäÿùèõñÿ íà âûïîëíåííîé

”
âåòêå“ óñëîâèé.

Îïðåäåëåíèå.Ïîä äëèíîé ïðîìåæóòî÷íûõ çàïèñåé ðåôàë-5-ôóíêöèè f íàä ñïèñ-
êîì ôóíêöèé S ïîíèìàåì ôóíêöèþ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ, ðàâíóþ ìàê-
ñèìàëüíîé äëèíå çàïèñè àðãóìåíòîâ è ðåçóëüòàòîâ ó âñåõ âûïîëíåííûõ ðåôàë-5-
ïðåäëîæåíèé è âûçîâîâ f , êàæäûé ðàç ñëîæåííîé ñ äëèíîé çàïèñè âñåãî ñîäåðæè-
ìîãî ñòåêà â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñïèñîê S, ÿâëÿþùèéñÿ ïàðàìåòðîì ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé,
ìîæåò áûòü ïóñòûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâà

”
íàä ñïèñêîì ôóíêöèé S“ ìîãóò áûòü

âû÷åðêíóòû êàê â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ, òàê è â äàëüíåéøèõ ôîðìóëèðîâêàõ.
Îïðåäåëåíèå. Ïîä ðåôàë-5-ôóíêöèåé ñ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûìè ðåêóðñèâíû-

ìè âûçîâàìè íàä S ïîíèìàåì òàêóþ ðåôàë-5-ôóíêöèþ f , ó êîòîðîé êàê ÷èñëî ðå-
êóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè íàä S, òàê è äëèíà ïðîìåæóòî÷íûõ çàïèñåé f
íàä S íå ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ, âêëþ÷àþùèõ â
ñåáÿ èñõîäíîå ñîäåðæèìîå âñåãî ñòåêà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò è îáîáùàåò íà ñïèñîê S òåîðåìó èç [6], ïîñêîëü-
êó ÷èñëî øàãîâ ðåôàë-5-ôóíêöèè f íàä ïóñòûì ñïèñêîì íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âû-
ïîëíåííûõ âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè f íàä ïóñòûì ñïèñêîì, óìíîæåííîå íà ÷èñëî
âûðàæåíèé è âñåõ èõ ïîäâûðàæåíèé â çàïèñè ýòîé ðåôàë-5-ôóíêöèè.

Òåîðåìà. Êëàññ âñåõ ðåôàë-5-ôóíêöèé ñ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûìè ðåêóðñèâíû-
ìè âûçîâàìè íàä ñïèñêîì S, âñå ôóíêöèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò FP, ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì FP.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.
Âî-ïåðâûõ, êàæäóþ ôóíêöèþ èç FP ìîæíî ðåàëèçîâàòü äâàæäû ïîëèíîìèàëü-

íîé ðåôàë-5-ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó ÿçûê ðåôàë-5 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íîðìàëüíûõ
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìàøèí
Òüþðèíãà. Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ ìàøèíû Òüþðèíãà íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ðå-
êóðñèâíûõ âûçîâîâ ðåôàë-5-ôóíêöèè.

Âî-âòîðûõ, ðåôàë-5-ôóíêöèþ íàä ñïèñêîì S ôóíêöèé èç FP ìîæíî ñ÷èòàòü ñõå-
ìîé äëÿ ðåàëèçàöèè å¼ ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì, ïîçâîëÿþùèì âû÷èñëÿòü
êàæäóþ ôóíêöèþ èç ñïèñêà S. Ïðè ýòîì äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ çàïèñåé êàæ-
äîãî âûçîâà ôóíêöèè îãðàíè÷åíà ñâåðõó îäíèì è òåì æå ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè
èñõîäíûõ äàííûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå êàæäîé èç ñîâìåñòíî ðåêóðñèâíûõ ðåôàë-5-ôóíêöèé
ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî íà ìàøèíå Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì-ôóíêöèåé òðàäèöèîííûì
îáðàçîì ñ ïîìîùüþ îòëîæåííûõ âû÷èñëåíèé, õðàíèìûõ íà äîïîëíèòåëüíîé ëåíòå,
èñïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå ñòåêà. Ïðè ïîëèíîìèàëüíîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàí-
íûõ ÷èñëå âûçîâîâ ôóíêöèé äëèíà ýòîãî ñòåêà áóäåò îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì
îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ. Çàâåðøåíèå ðåêóðñèè áóäåò îñóùåñòâëåíî çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ íà ìàøèíå Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì-ôóíêöèåé, ïîçâîëÿþ-
ùåì çà îäèí øàã âû÷èñëÿòü ëþáûå (â êîíå÷íîì ÷èñëå) âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè.
Âñ¼ ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì, èçìåðÿåìûì îò äëèíû
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Êàê ñëåäóåò èç [6], ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó FP. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Êëàññ âñåõ ðåôàë-5-ôóíêöèé ñ íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñ-
ëîì âûïîëíåííûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëü-
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êî âûçîâû òàêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé è òàêèå ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèÿ, êîòî-
ðûå ïðèíàäëåæàò FP è ìîãóò óâåëè÷èâàòü äëèíó çàïèñè ðåçóëüòàòà (è äëèíó
çàïèñè ñîäåðæèìîãî âñåãî ñòåêà) íå áîëåå, ÷åì íà êîíñòàíòó (íå çàâèñÿùóþ îò
èñõîäíûõ äàííûõ), ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Äåéñòâèòåëüíî, åäèíèöà, ñëîæåííàÿ ñ ÷èñëîì îñóùåñòâë¼ííûõ âûçîâîâ f , íå ìåíü-
øå ÷èñëà âûïîëíåííûõ ðåôàë-5-ïðåäëîæåíèé ôóíêöèè f . Êàæäîå âûïîëíåíèå ðåôàë-
5-ïðåäëîæåíèÿ (êðîìå ïîñëåäíåãî äëÿ ôóíêöèè) ìîæåò óâåëè÷èâàòü äëèíó çàïèñè
ðåçóëüòàòà åãî ïðèìåíåíèÿ íå áîëåå, ÷åì íà êîíñòàíòó, íå çàâèñÿùóþ îò èñõîäíûõ
äàííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûìè ðåêóðñèâíûìè âûçîâàìè. Îñòàëîñü
ïðèìåíèòü òåîðåìó.

Ýòî ñëåäñòâèå îáîñíîâûâàåò
”
ðàçóìíîñòü“ øàãà ðåôàë-5-ôóíêöèè f êàê ðåêóð-

ñèâíîãî âûçîâà f . Îíî îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó FP ôóíêöèé, ñîâåðøà-
þùèõ ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî òàêèõ øàãîâ.

2. Íîðìàëüíûå àëãîðèòìû
Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé À.À.Ìàðêîâûì, � ýòî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäñòàíîâîê, îáúåäèíåííàÿ ôèãóðíîé ñêîáêîé, âèäà
A1 → [·] B1

...
Ak → [·] Bk

.

Çäåñü çàïèñü [·] îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî êàê ïðèñóòñòâèå çàïèñè òî÷êè, òàê è å¼ îò-
ñóòñòâèå. Ïîäñòàíîâêà, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò òî÷êà, íàçûâàåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé.
Å¼ âûïîëíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå å¼ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè A1, ..., Ak, B1, ..., Bk � ñëîâà (öåïî÷êè çíàêîâ, â òîì ÷èñëå,
âîçìîæíî, è ïóñòûå öåïî÷êè) â íåêîòîðîì àëôàâèòå A.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàëîì âõîæäåíèÿ ñëîâà P â ñëîâî Q áóäåì íàçûâàòü ðà-
öèîíàëüíîçíà÷íûé èíòåðâàë ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíöàìè, ñîäåðæàùèé âñå íîìåðà
áóêâ ñëîâà Q, ñîñòàâëÿþùèå ñëîâî P .

Íàïðèìåð, èìååòñÿ äâà èíòåðâàëà âõîæäåíèÿ ñëîâà ÀÁÐÀ â ñëîâî ÀÁÐÀÊÀÄÀÁ-
ÐÀ, à èìåííî, èíòåðâàëû (0, 5) è (7, 12).

Îïðåäåëåíèå ïðèìåíåíèÿ íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà.
Ñëîâî P ïåðåðàáàòûâàåòñÿ çàäàííûì íîðìàëüíûì àëãîðèòìîì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.
Â ñëîâå P èùåòñÿ ïåðâûé (ñëåâà íàïðàâî) èíòåðâàë âõîæäåíèÿ ñëîâà A1 â P . Åñ-

ëè òàêîé èíòåðâàë ñóùåñòâóåò, òî ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà â ýòîì èíòåðâàëå âõîæ-
äåíèÿ ñëîâà A1 íà ñëîâî B1. Åñëè òàêîãî èíòåðâàëà íåò, òî ïåðåõîäèì ê àíàëîãè÷-
íîìó ïîèñêó A2.

...
Íàêîíåö, â ñëîâå P èùåòñÿ ïåðâûé (ñëåâà íàïðàâî) èíòåðâàë âõîæäåíèÿ ñëîâà

Ak â P . Åñëè òàêîé èíòåðâàë ñóùåñòâóåò, òî ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà â ýòîì èíòåð-
âàëå âõîæäåíèÿ ñëîâà Ak íà ñëîâî Bk. Åñëè è òàêîãî èíòåðâàëà íå ñóùåñòâóåò, òî
àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

Åñëè âûïîëíèëàñü ïîäñòàíîâêà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé, òî ñíà÷àëà
çàïóñêàåì ïðîöåññ ïåðåðàáàòûâàíèÿ óæå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
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Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäíåé âûïîëíåííîé
ïîäñòàíîâêè èëè èñõîäíîå ñëîâî P , åñëè íè îäíà ïîäñòàíîâêà íå âûïîëíÿëàñü.

Âûïîëíåíèå êàæäîé ïîäñòàíîâêè ñ÷èòàåòñÿ øàãîì íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà. Òà-
êèì îáðàçîì, çàâåðøèâ ïåðåðàáîòêó èñõîäíîãî ñëîâà àëãîðèòì ìîæåò ñîâåðøèòü
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå. Âåðõíåé ãðàíèöåé âðåìåííîé ñëîæíîñòè íîðìàëüíîãî àëãîðèò-
ìà áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé
äëÿ êàæäîãî n áîëüøå èëè ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó øàãîâ ñðåäè âñåõ èñõîäíûõ
ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå A.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà, ïðèïèñûâàþùåãî ñëîâî ÓÐÀ! ïåðåä
ëþáûì ñëîâîì. {

→ · ÓÐÀ!

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëà âõîæäåíèÿ ïóñòîãî ñëîâà â èñõîäíûå äàííûå (ýòî
áóäåò èíòåðâàë (0,1)) ýòî âõîæäåíèå áóäåò çàìåíåíî ñëîâîì ÓÐÀ! è àëãîðèòì çàêîí-
÷èò ðàáîòó.

Áîëåå ñëîæíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèé íîðìàëüíûé àëãîðèòì ïðèïèñûâàíèÿ ñëî-
âà ÓÐÀ! â êîíåö ëþáîãî èñõîäíîãî ñëîâà.

qx → xq äëÿ âñåõ x ∈ A
q → · ÓÐÀ!
→ q

.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ áóêâà q, íå âõîäÿùàÿ â àëôàâèò A.
Ïåðâîå ïðàâèëî ïîñëåäíåãî íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà íàçûâàþò èíîãäà ìåòàïðàâè-

ëîì. Íà ñàìîì äåëå ýòî ñïèñîê ïðàâèë, êîëè÷åñòâî ïðàâèë â êîòîðîì ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó áóêâ àëôàâèòà A è ýòè ïðàâèëà ðàñïîëîæåíû â çàïèñè íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà
â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è áóêâû àëôàâèòà A.

Ïóñòü èñõîäíîå ñëîâî ÓÐÀ! è ïóñòü {Ó,Ð,À,!}⊆ A. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûïèñàí-
íûì íîðìàëüíûì àëãîðèòìîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ñëîâ ðàáîòû àëãîðèòìà
ïî øàãàì.

ÓÐÀ! ` qÓÐÀ! ` ÓqÐÀ! ` ÓÐqÀ! ` ÓÐÀq! ` ÓÐÀ!q ` ÓÐÀ!ÓÐÀ!

Íàä èñõîäíûì ñëîâîì èç 4-õ áóêâ àëãîðèòì äåëàåò 6 øàãîâ.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû èç ðàçäåëà 1, íî ìîãóò

áûòü äîêàçàíû è êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà äîêàçà-
òåëüñòâà: ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî, íå èñïîëüçóþùåå ðåçóëüòàò òåîðåìû, è äîêàçàòåëü-
ñòâî, îñíîâàííîå íà ðåçóëüòàòå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 2. Êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íîðìàëüíûìè àëãîðèòìàìè çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, íîðìàëüíûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíè-
åì ìàøèí Òüþðèíãà. Äåéñòâèòåëüíî, êîìàíäà ìàøèíû Òüþðèíãà (ñ âíåøíèì àëôà-
âèòîì A = {a1, ..., an}) âèäà

qiaj → qi′aj′ ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêå qiaj → qi′aj′ ,
qiaj → qi′Raj′ ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêå qiaj → aj′qi′ ,
qiaj → qi′Laj′ ñîîòâåòñòâóåò ñïèñêó ïîäñòàíîâîê xqiaj → qi′xaj′ ïðè x ∈ A.

Îñòàëîñü â êîíöå ñïèñêà ïîäñòàíîâîê äîáàâèòü ïîäñòàíîâêè
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xqi → xqib ïðè x ∈ A, i ≥ 1,
qix→ bqix ïðè x ∈ A, i ≥ 1,
b→,
q0 → ·,
xq−1 → q−1x ïðè x ∈ A,
q−1 → bq1

q−2x→ xq−2x ïðè x ∈ A,
q−2 → q−1b
→ q−2,
ãäå q1 è q0 � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîå è çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû Òüþ-

ðèíãà, aj, aj′ � áóêâû àëôàâèòà A (â êîòîðîì ðàáîòàåò íîðìàëüíûé àëãîðèòì), qi, qi′

� ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà, b � áëàíêîâûé ñèìâîë èç àëôàâèòà A, i ≥ 1, i′ ≥ 0.
Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ

÷èñëîì øàãîâ ìàøèíû Òüþðèíãà íå áîëåå, ÷åì ëèíåéíî.
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ FP âõîäèò â êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íîðìàëüíûìè

àëãîðèòìàìè çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.
Âî-âòîðûõ, êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà

ìàøèíîé Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû çàïèñè ïåðåðàáàòûâàåìîãî ñëîâà
÷èñëî øàãîâ. Îñòàëîñü îáúåäèíèòü òàêîãî ðîäà ìàøèíû Òüþðèíãà â îäíó, ðàáîòà
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ñòðóêòóðå ðàáîòû íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà.

Íà êàæäîì øàãå íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà äëèíà çàïèñè ïåðåðàáàòûâàåìîãî ñëîâà
óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà C = max{0, |B1| − |A1|, ..., |Bk| − |Ak|}. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè äëèíà çàïèñè àðãóìåíòà ðàâíà n, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ i-ãî øàãà íîðìàëüíî-
ãî àëãîðèòìà (i = 1, ..., p(n), ãäå p(n) � êîëè÷åñòâî øàãîâ íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà)
äëèíà çàïèñè ïåðåðàáàòûâàåìîãî ñëîâà íå ïðåâîñõîäèò n + Ci. Ñóììà ïîëèíîìèàëü-
íîãî ÷èñëà ïîëèíîìîâ íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî
çàâåðøåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû èç ðàçäåëà 1. Èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå e1 è e2

äëÿ ñëîâ â àëôàâèòå A íîðìàëüíûé àëãîðèòì âèäà
A1 → [·] B1

...
Ak → [·] Bk

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
e1A1e2 → [·] e1B1e2

...
e1Ake2 → [·] e1Bke2

.

Ïðè ýòîì ïî ïåðåìåííîé e1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ öèêë (äëèíà e1óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó
íà÷èíàÿ ñ íóëÿ è äî äëèíû ïåðåðàáàòûâàåìîãî ñëîâà).

Ïóñòü ïåðâîå ïðàâèëî ñîäåðæèò òî÷êó, à ïîñëåäíåå íåò. Òîãäà íà ÿçûêå ðåôàë-5
ïîñëåäíèé àëãîðèòì çàïèøåòñÿ â âèäå

NA{e1
′A1

′e2 = e1
′B1

′e2; ...; e1
′Ak

′e2 = e1
′Bk

′e2 < NA e1
′A1

′e2 >},

ãäå â óãëîâûõ ñêîáêàõ çàïèñàíî, ÷òî àëãîðèòì ñ èìåíåì NA ïðèìåíÿåòñÿ ê e1
′Bk

′e2.
Çäåñü åñëè Q � ïóñòîå ñëîâî, òî âûðàæåíèå ′Q′ çàìåíÿåòñÿ ïóñòûì ñëîâîì. Ïðè êàæ-
äîì ðåêóðñèâíîì ïðèìåíåíèè äëèíà ðåçóëüòàòà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà êîí-
ñòàíòó. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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3. Àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà
Âîçìîæíî îáîáùåíèå íîðìàëüíûõ àëãîðèòìîâ äî íîðìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ äå-

òåðìèíèðîâàííûì èñïîëüçîâàíèåì îäíîïîñûëî÷íûõ ïðàâèë Ïîñòà (ñîêðàùåííî �
àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà). Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà çàìåíÿåòñÿ îäíîïîñûëî÷-
íûì ïðàâèëîì Ïîñòà âèäà

A0ej1A1ej2A2...Amejm → [·]B0ei1B1ei2B2...Bnein ,

ãäå êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ ei1 , ei2 , ..., ein âñòðå÷àåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè ïðàâèëà
è m ≥ 0, n ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà ïðàâèëîì
ðàçìíîæåíèÿ ïåðåìåííîé, åñëè â åãî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé èìå-
åòñÿ L ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèé, à â ëåâîé åãî ÷àñòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ å¼ âõîæäåíèé
ìåíüøå L.

Îïðåäåëåíèå. Äåòåðìèíèðîâàííîå ïðèìåíåíèå ñôîðìóëèðîâàííîãî ïðàâèëà Ïî-
ñòà ê ñëîâó Q çàêëþ÷àåòñÿ â îðãàíèçàöèè ñàìîãî âíåøíåãî öèêëà ïî äëèíå ej1 (íà-
÷èíàÿ ñ íóëÿ è êîí÷àÿ äëèíîé ñëîâà Q), çàòåì âíóòðè ýòîãî öèêëà îðãàíèçàöèè
âíóòðåííèõ öèêëîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî äëèíå ej2, ..., äëèíå ejm çà èñêëþ÷åíèåì íî-
ìåðîâ, óæå âñòðåòèâøèõñÿ ðàíåå.

Ïðèâåäåì ïðèìåð àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà, îñóùåñòâëÿþùåãî óäâîåíèå ñëîâà.

{e1 → · e1e1

Ñëåäñòâèå 3. Êëàññ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà, íå ñîäåðæàùèõ íåçàêëþ÷è-
òåëüíûõ ïðàâèë ðàçìíîæåíèÿ ïåðåìåííûõ è âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî
øàãîâ (âûïîëíåííûõ ïðàâèë) îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé îáîáùåíèå íîðìàëüíûõ àëãîðèòìîâ, òî î÷åâèäíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ èõ ñî-
äåðæèò êëàññ FP.

Êàæäîå äåòåðìèíèðîâàííîå ïðèìåíåíèå îäíîïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà Ïîñòà áåç ðàç-
ìíîæåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíî ìàøèíîé Òüþðèíãà çà øàãîâ,
íå ïðåâîñõîäÿùåå ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè ëåâîé ÷àñòè ïðàâèëà è, ñëåäîâàòåëüíî
îò äëèíû çàïèñè âõîäíîãî ñëîâà. Îñòà¼òñÿ îáúåäèíèòü âñå òàêèå ìàøèíû Òüþðèíãà
â îäíó, ðàáîòà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ñòðóêòóðå ðàáîòû íîðìàëüíîãî àëãîðèò-
ìà ñ îäíîïîñûëî÷íûìè ïðàâèëàìè Ïîñòà. Ýòî âîçìîæíî îñóùåñòâèòü òàê, ÷òî îíà
áóäåò ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíîãî ñëîâà è ëþ-
áîé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ïî äëèíå ïîëèíîìà îò äëèíû
èñõîäíîãî ñëîâà. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3 òåîðåìû èç ðàçäåëà 1 áàçèðóåòñÿ íà òåõ æå ñîîáðà-
æåíèÿõ, ÷òî è å¼ ñëåäñòâèå 2.

Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà íàçîâ¼ì äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûì,
åñëè ÷èñëî åãî øàãîâ è äëèíà çàïèñè ðåçóëüòàòà êàæäîãî øàãà åãî ðàáîòû îãðà-
íè÷åíû ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà àëãîðèòìà.

Ñëåäñòâèå 4. Êëàññ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ñîâ-
ïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.

4. Ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà
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Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì èì¼í àë-
ãîðèòìîâ êàê îïðåäåëÿåìûõ, òàê è óæå îïðåäåë¼ííûõ ðàíåå, íàçûâàåìûõ âñïîìîãà-
òåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ñëîâàðíûì òåðìîì áóäåì ïîíèìàòü òåðì íà îñíîâå îïåðà-
öèè ïðèïèñûâàíèÿ (êîíêàòåíàöèè), êîòîðàÿ íå èìååò îáîçíà÷åíèÿ íè ïðåôèêñíîãî,
íè èíôèêñíîãî, íè ïîñòôèêñíîãî è àðãóìåíòû êîòîðîé íå áåðóòñÿ â ñêîáêè (îíè
ïðîñòî ïðèïèñûâàþòñÿ äðóã ê äðóãó). Â êà÷åñòâå èìåí ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ áóäåì
ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàòü áóêâó e ñ íèæíèìè èíäåêñàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ôóíêöèîíàëüíûì ñëîâàðíûì òåðìîì áóäåì ïîíèìàòü òåðì
íà îñíîâå íèêàê íå îáîçíà÷àåìîé îïåðàöèè ïðèïèñûâàíèÿ è ëþáûõ ñëîâàðíûõ ôóíê-
öèé â ïðåôèêñíîé çàïèñè âèäà

< 〈Èìÿ ôóíêöèè〉 〈Ïðîáåë〉 〈 Ôóíêöèîíàëüíûé òåðì〉 > .

Ïðè ýòîì èìÿ ôóíêöèè íå äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîáåë. Ïðîáåë ìîæåò îïóñêàòüñÿ,
åñëè ôóíêöèîíàëüíûé òåðì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîå ñëîâî èëè íà÷èíàåòñÿ ñî
çíàêà <.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé çàïèñè èìååòñÿ â êîíöå ðàçäåëà 2.
Îïðåäåëåíèå. Ïîä ïðàâèëîì ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà áóäåì ïî-

íèìàòü ñëîâàðíûé òåðì, ê êîòîðîìó ïðèïèñàí ñïðàâà çíàê ðàâåíñòâà
”
=“, ê êîòî-

ðîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèïèñàí ñïðàâà ôóíêöèîíàëüíûé ñëîâàðíûé òåðì.
Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëà áóäåì ðàçäåëÿòü òî÷êîé ñ çàïÿòîé

”
;“. Ñïèñîê âñåõ ïðà-

âèë áóäåì çàêëþ÷àòü â ôèãóðíûå ñêîáêè
”
{“ ,

”
}“, ïåðåä êîòîðûìè áóäåì ïèñàòü

èìÿ îïðåäåëÿåìîãî ýòèì ñïèñêîì àëãîðèòìà. Ñïèñîê òàêèõ îïðåäåëåíèé áóäåì íà-
çûâàòü ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì Ìàðêîâà-Ïîñòà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êëàññ âñåõ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäêëàññîì âñåõ àëãîðèòìîâ áàçèñíîãî ðåôàëà.

Âûïîëíåíèå ïðàâèëà ñ÷èòàåòñÿ îäíèì øàãîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ïðàâèëå ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà ïî-

ñëå ðàâåíñòâà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèé êàæäîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ ïîñëå
çíàêà = íå áîëåå, ÷åì êîëè÷åñòâî å¼ âõîæäåíèé â ýòîì ïðàâèëå äî çíàêà=. Àëãîðèò-
ìû, âñå ïðàâèëà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ, íàçîâ¼ì àëãîðèòìàìè áåç
ðàçìíîæåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäñòâèå 5. Êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ðåêóðñèâ-
íûõ âûçîâîâ ïîñðåäñòâîì ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà áåç ðàçìíîæå-
íèÿ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå è ó âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò óâå-
ëè÷èâàòü äëèíó çàïèñè ðåçóëüòàòà íà êàæäîì øàãå íå áîëåå ÷åì íà êîíñòàíòó,
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå êëàññà FP â êëàññ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ
Ìàðêîâà-Ïîñòà, ñîâåðøàþùèõ ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî âûçîâîâ, î÷åâèäíî.

Òàê êàê äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â ôóíêöèîíàëüíûõ ñëîâàðíûõ
òåðìàõ àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà äëèíà çàïèñè ðåçóëüòàòà âñåãäà îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó äëèíîé çàïèñè àðãóìåíòà, ñëîæåííîé ñ êîíñòàíòîé, òî äëèíà çàïèñè ëþáîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíîãî
àðãóìåíòà, åñëè ÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé èç îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèé îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Ïðè ýòîì åñëè äëèíà çàïèñè ðåçóëüòàòà êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà
îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ
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ýòîãî øàãà, òî ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ òàêîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïðîìî-
äåëèðîâàíî íà ìàøèíå Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì-ôóíêöèåé çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî
øàãîâ (îðàêóë íóæåí äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé). Ïðÿìîå äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøåíî.

Îïðåäåëåíèå. Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà íàçîâåì äâàæäû ïîëè-
íîìèàëüíûì, åñëè ÷èñëî åãî âûïîëíåííûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ è äëèíà çàïèñè ðå-
çóëüòàòà êàæäîãî åãî øàãà íå ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ
äàííûõ.

Ñëåäñòâèå 6.Êëàññ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-
Ïîñòà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Òåîðåìà èç [6] äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ
”
ðàçóì-

íîñòü“ øàãà ïîëèíîìèàëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ìàøèíå Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì-ôóíêöèåé,
óäîâëåòâîðÿþùåìó îãðàíè÷åíèþ èç ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 7. Êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì-
ôóíêöèåé, ñîâåðøàþùèõ ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ è îðàêóëû êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæàò FP, à äëèíû çàïèñè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ýòèõ îðàêóëîâ íå ïðåâîñõîäÿò
äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà, ñëîæåííîé ñ êîíñòàíòîé, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ òàêèõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì ÿâëÿåòñÿ êëàññîì äâà-
æäû ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí Òüþðèãà ñ îðàêóëîì, ïîñêîëüêó äëèíû âñåõ ïðîìå-
æóòî÷íûõ çàïèñåé ðåçóëüòàòîâ èõ ðàáîòû îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû
çàïèñè àðãóìåíòîâ. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó èç [6]. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî çà-
âåðøåíî.

Ýòî ñëåäñòâèå 7 ìîæåò òàêæå áûòü äîêàçàíî êàê ñëåäñòâèå èç ñëåäñòâèÿ 1.
Âûïîëíåííûé âûçîâ îðàêóëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ èç ñëåäñòâèÿ 7, âïîëíå

ìîæåò ñëóæèòü ïðèìåðîì
”
ðàçóìíîãî“ øàãà âû÷èñëåíèÿ, ïîëèíîìèàëüíîñòü ÷èñëà

êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü âñåãî âû÷èñëåíèÿ êëàññó FP.
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