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«Так ринемся скорей из области томленья —

По мановению эфирного гонца —

В край, где слагаются заоблачные звенья

И башни высятся заочного дворца! ...»

Осип Мандельштам, 1911 г.

Об одном невыученном уроке

11 июня 2019 г., Москва



Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 2

Неветвящиеся программы

Определение:

Неветвящейся программой называется программа, которая не

содержит явных и неявных операторов условного перехода.
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Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 3

Примеры операторов (синтаксических конструкторов) условного

перехода:

– if, while, for;

– образец в Рефале (левая часть предложения);

– оператор «,» в Рефале.

11 июня 2019 г., Москва



Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 4

Примеры неветвящихся программ

– В базисе функций: +, ×, g:

f(x1,x2,x3) {
y := x1

2 + 2× x2;

z := y+ x3;

u := g(z3 + 5+ z+ y × x1);

return u;

}

– Выражение (правая часть предложения) в Рефале

(в базисе функций: f , g,приписывание):

H(e.x, e.y) {
e.u := <f e.x> e.x <g e.y <f e.x>> <g e.y>;

return e.u;

}
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Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 5

Вычисление значения многочлена в данной точке

(в базисе функций: +, ×)

f(x) = a0 + a1 × x+ . . .+ an × xn;

Тривиальная неветвящаяся программа

p(a0, . . . , an,x) {
y1 := x; y2 := y1 × x; y3 := y2 × x; . . . , yn := yn−1 × x;

z1 := a1 × y1; z2 := a2 × y2; z3 := a3 × y3; . . . , zn := an × yn;

return a0 + z1 + z2 + . . .+ zn;

}

Всего потребовалось примерно 2n умножений.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Оптимизация 6

Схема Горнера

a0 + a1 × x+ . . .+ an × xn = a0 + x×(a1 + x×(. . .+ x×(an−1 + x× an) . . .)))

Неветвящаяся программа

p(a0, . . . , an,x) {
y0 := an−1 + x× an; y1 := an−2 + x× y0; . . . , yn−1 := a0 + x× yn−2;

return yn−1;

}

Потребовалось n умножений.
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Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 7

Параметризованные конфигурации

в дереве развертки суперкомпилируемой программы

суть неветвящиеся программы.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Оптимизация 8

В схеме Горнера

a0 + a1 × x+ . . .+ an × xn = a0 + x×(a1 + x×(. . .+ x×(an−1 + x× an) . . .)))

потребовалось n умножений.

Схема Горнера является оптимальной среди всех схем вычисле-

ния значения многочленов в точке без предварительной обработ-

ки коэффициентов.

Теорема: Каждая схема вычисления значения многочленов от

одной переменной в точке без предварительной обработки ко-

эффициентов содержит не менее n ± операций и не менее n ...×
операций.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Специализация 9

Схема Горнера для класса всех многочленов от одной переменной

является неулучшаемой.

Специализация неветвящихся программ

Для вычисления многочлена

p(x) = x15 + x14 + . . .+ x+ 1 = x16−1
x−1

требуется лишь четыре операции умножения и одно деление, т.е.

5 операций ...×, вместо 14 умножений по схеме Горнера.

Ветвящаяся программа:

p(x) {
if(x = 1) then { return 16; };
y1 := x× x; y2 := y1 × y1; y3 := y2 × y2; y4 := y3 × y3;
y5 := x− 1; y6 := y4 − 1;
return y6

y5
;

}
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Неветвящиеся программы ≡ Схемы функциональных элементов 10

Вычисление значения монома в данной точке

(в базисе функций: +, ×)

f(x) = xn;

Тривиальная неветвящаяся программа

p(x) {
y1 := x; y2 := y1 × x; y3 := y2 × x; . . . , yn := yn−1 × x;

return yn;

}

Всего потребовалось n− 1 умножение.
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Вычисление значения монома в данной точке Специализация 11

Специализация неветвящихся программ

f(x) = x2019;

2019 = 111111000112;

Что означает:

2019 = 210 + 29 + 28 + 27 + 26 + 25 + 21 + 20;

Следовательно:

x2019 = x2
10
x2

9
x2

8
x2

7
x2

6
x2

5
x2

1
x;

Число умножений K не больше, чем число единиц в записи

111111000112, умноженное на два.

Следовательно:

K ≤ 2log2(2019)
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Вычисление значения монома в данной точке 12

Специализация неветвящихся программ

f(x) = xn;

При вычислении посредством наивной неветвящейся программы

потребовалось n− 1 умножение.

Специализация наивной программы дает неветвящуюся програм-

му, использующую не более 2m умножений, где m = log2(n).

Ускорение по числу умножений от размера (длины)

входного данного: O(2
m

m ).
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Вычисление определителя матрицы 13

Вычисление определителя матрицы (в базисе функций: ±, ...×)

f(x11, . . . ,x1n, . . . ,xn1, . . . ,xnn) = det

⎛⎜⎝𝑥11 . . . 𝑥1𝑛
... . . . ...

𝑥𝑛1 . . . 𝑥𝑛𝑛

⎞⎟⎠ =

=
∑︀

𝜎∈𝑆𝑛
sign(𝜎)x1𝜎(1) × . . .× xn𝜎(n);

Здесь sign(𝜎) = (−1)̂ (число элементов следующего множества) :
{i, j ∈ {1, . . . ,n} | i < j, 𝜎(i) > 𝜎(j)}

Тривиальная неветвящаяся программа
p(x11, . . . ,x1n, . . . ,xn1, . . . ,xnn) {

z := 0;
Следующие две строчки строятся для каждой перестановки 𝜎 ∈ Sn

y1 := x1𝜎(1); y2 := y1 × x2𝜎(2); . . . , yn := sign(𝜎)yn−1 × xn𝜎(n);
z := z+ yn;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

return z;
}

Всего n! слагаемых, в каждом из которых n− 1 умножение.
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Вычисление определителя матрицы Оптимизация 14

Алгоритм Гаусса (в базисе функций: ±, ...×)

det

⎛⎜⎝𝑥11 . . . 𝑥1𝑛
... . . . ...

𝑥𝑛1 . . . 𝑥𝑛𝑛

⎞⎟⎠ = (−1)tdet

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1(𝑛−1) 𝑎1𝑛
0 𝑎22 . . . 𝑎2(𝑛−1) 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

= (−1)𝑡𝑎11 × 𝑎22 · · · × 𝑎𝑛𝑛

Ветвящаяся программа без циклов
p(x11, . . . ,x1n, . . . ,xn1, . . . ,xnn) {
if(x11 ̸= 0){ b2 := x21/x11; b3 := x31/x11; . . . , bn := xn1/x11;
Следующая строчка строится для каждого i ≥ 0.

x(2+i)2 := x(2+i)2 − b2 × x12; . . . , x(2+i)n := x(2+i)n − b2 × x1n;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

}
Повторяем вышепостроенную конструкцию для подматрицы Mjj,

mks = x(k+j−1)(s+j−1), j > 1 в правом нижнем углу, начинающейся с

первого xjj ̸= 0.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
return (−1)tx11 × x22 · · · × xnn;

}
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Вычисление определителя матрицы Оптимизация 15

Алгоритм Гаусса (в базисе функций: ±, ...×)

Ветвящаяся программа без циклов

p(x11, . . . ,x1n, . . . ,xn1, . . . ,xnn) {
if(x11 ̸= 0){ b2 := x21/x11; b3 := x31/x11; . . . , bn := xn1/x11;

Следующая строчка строится для каждого i ≥ 0.

x(2+i)2 := x(2+i)2 − b2 × x12; . . . , x(2+i)n := x(2+i)n − b2 × x1n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

}
Повторяем вышепостроенную конструкцию для подматрицы Mjj,

mks = x(k+j−1)(s+j−1), j > 1 в правом нижнем углу, начинающейся с

первого xjj ̸= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

return (−1)tx11 × x22 · · · × xnn;

}

Всего в алгоритме Гаусса O(n3) умножений и O(n2) делений.

11 июня 2019 г., Москва



Вычисление определителя матрицы Оптимизация 16

Алгоритм Гаусса (в базисе функций: ±, ...×)

В алгоритме Гаусса потребовалось O(n3) умножений и O(n2) де-

лений.

Теорема (Штрассен, 1973): Если есть алгоритм, использующий

деление, для вычисления значения в точке многочлена от k пе-

ременных P(x1, . . . ,xk), тогда есть алгоритм без делений, вычис-

ляющий P(x1, . . . ,xk), причем его сложность лишь незначительно

больше сложности исходного алгоритма.

O(n3) +O(n2) ≪ O(n!)

Следствие: Существует алгоритм для вычисления определителя

матрицы размера n× n (в базисе функций ±,×), сложность кото-
рого много меньше, чем n! – сложности наивного алгоритма.
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О суперкомпиляции Два основных алгоритма 17

Развертка

let e.z = <f e.x> in <g e.z>

�� ++

v : <f e.x>

�� ))

v1 : <g e.z>

∙

��tt

♣

♣

**ss

�� tt %%. . . . . . . . . ♣

��. . . . . . . . .
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О суперкомпиляции Два основных алгоритма 18

Свертка

let e.z = <f e.x> in <g e.z>

�� ++

C1 : <f e.x>

�� ))

K1 : <g e.z>

∙

��uu

♣

♣

**tt

))

tt %%♣

kk

Промежуточное состояние графа развертки-свертки программы:

конфигурация K1 еще не разворачивалась.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Специализация 19

Схема Горнера для класса всех многочленов от одной переменной

является неулучшаемой.

Специализация неветвящихся программ

Для вычисления многочлена

p(x) = x15 + x14 + . . .+ x+ 1 = x16−1
x−1

требуется лишь четыре операции умножения и одно деление, т.е.

5 операций ...×, вместо 14 по схеме Горнера.

Следствие: Существует алгоритм для вычисления

p(x) = x15 + x14 + . . .+ x+ 1 =
x16 − 1

x− 1

в базисе функций ±,×, который использует 6 операций умноже-

ния, вместо 14 по схеме Горнера.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Специализация 20

Схема Горнера для класса всех многочленов от одной переменной

является неулучшаемой.

Специализация неветвящихся программ

Следствие: Существует алгоритм для вычисления

p(x) = x15 + x14 + . . .+ x+ 1 =
x16 − 1

x− 1

в базисе функций ±,×, который использует 6 операций умноже-

ния, вместо 14 по схеме Горнера.

Доказательство:

x2
4−1

x−1 = 1+ x+ · · ·+ x2
4−1 = (1+ x+ · · ·+ x2

3−1)(1+ x2
3
) =

= (1+ x+ x2 + x2
2−1)(1+ x2

2
)(1+ x2

3
) =

= (1+ x)(1+ x2
1
)(1+ x2

2
)(1+ x2

3
)

требуется 6 операций ×, вместо 14 по схеме Горнера.
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Вычисление значения многочлена в данной точке Специализация 21

Специализация неветвящихся программ

Следствие: Существует алгоритм для вычисления

p(x) = x15 + x14 + . . .+ x+ 1 =
x16 − 1

x− 1

в базисе функций ±,×, который использует 6 операций умноже-

ния, вместо 14 по схеме Горнера.

Доказательство:

x2
4−1

x−1 = (1+ x)(1+ x2
1
)(1+ x2

2
)(1+ x2

3
)

требуется 6 операций ×, вместо 14 по схеме Горнера:

Неветвящаяся программа:

p(x) {
y1 := x× x; y2 := y1 × y1; y3 := y2 × y2;
z := (1+ x)× (1+ y1); z := z× (1+ y2); z := z× (1+ y3);
return z;

}
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Невыученный урок MSCP-B 22

Задача №1: Написать модельный суперкомпилятор с прогонкой,

параллельно разворачивающий вызовы функций и копирующий

значения повторных вызовов.

Пример

t {
= I;

I e.n = <t e.n> <t e.n> ;
}

Прогонка: �
�	

�




�

	
I

�




�

	

�




�

	
≈

<t e.n>

e.n→ []

��

//

e.n→ I e.n

��

∙

<t e.n> //∙ <t e.n> //

%%

∙

<t e.n> //∘ ∘
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Невыученный урок MSCP-B 23

Прогонка: �
�	

�




�

	
I

�




�

	

�




�

	
≈

<t e.n>

e.n→ []

��

//

e.n→ I e.n

��

∙

<t e.n> //∙ <t e.n> //

%%

∙

<t e.n> //∘ ∘

Свертка:

�
�	

�




�

	
I

�




�

	

�




�

	
≈

<t e.n>

e.n→ []

��

//

e.n→ I e.n

��

∙

<t e.n> //∙ let e.𝜇 = <t e.n> in

e.n := e.n;

xx

e.𝜇 //

  

∙

<t e.n> //∘ ∘

11 июня 2019 г., Москва



Невыученный урок MSCP-B 24

Свертка:

�
�	

�




�

	
I

�




�

	

�




�

	
≈

<t e.n>

e.n→ []

��

//

e.n→ I e.n

��

∙

<t e.n> //∙ let e.𝜇 = <t e.n> in

e.n := e.n;

xx

e.𝜇 //

  

∙

<t e.n> //∘ ∘

Остаточная программа:

T {
= I;

I e.n , <T e.n>: e.𝜇 = e.𝜇 e.𝜇;

}
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Невыученный урок MSCP-B 25

Задача №1: Написать модельный суперкомпилятор с прогонкой,

параллельно разворачивающий вызовы функций и копирующий

значения повторных вызовов.

– входной язык должен допускать операторы присваивания в

левых частях предложений (безусловные запятые);

– в случае явной композиции функций структура конфигураций

(графов) будет сложнее;

– проблемы с вложением и обобщением конфигураций.

Нужно изучать хорошие бинарные отношения на множествах

деревьев и графов.
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Конфигурации Бинарные отношения 26

Хорошие бинарные отношения

Определение: Бинарное отношение 𝛽(∙, ∙) на множестве M назо-

вем хорошим отношением на M, если для любой бесконечной по-

следовательности {an}, где ai ∈ M, существует пара j,k ∈ N такая,

что j < k и 𝛽(aj, ak).

Определение: Бинарное отношение 4 на множестве M называется

предпорядком, если ∀a ∈ M . a 4 a и ∀a,b, c ∈ M .(a 4 b&b 4 c) ⇒ (a 4 c).

Хорошие отношения, определенные на элементах последователь-

ностей конфигураций на путях дерева развертки программы, яв-

ляются инструментами остановки процесса развертки програм-

мы вдоль этих путей.
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Суперкомпиляторы SCP4, MSCP-A Конфигурации 27

Временны́е конфигурации

let e.z = <f1 e.x> in <g2 e.z>

�� ,,

C1 : <f1 e.x>

��
**

K1 : <g2 e.z>

C2 : <q3 a:e.x>,<p2 ∙>,∙

��		

♣

♣ C3:<u6 e.x>,<p5 ∙>,<f4 ∙>,<p2 ∙>,∙

**
ww

��

C4:<p5 b:e.x>,<f4 ∙>,<p2 ∙>,∙

tt
))

......... ♣ C5:<q7 e.x>,<f4 ,∙>,<p2 ∙>,∙

��.........
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Суперкомпиляторы SCP4, MSCP-A Конфигурации 28

Отношение Турчина

𝐶𝑖:

𝐶𝑗:

prefix𝑖 context

prefix𝑗 context((((((((((((((((((((((

(((((((((((((((((((((((

f1t1(. . . ), . . . , f
l−1
tl−1

(. . . ), f ltl
(. . .), . . . , fktk

(. . .), exp1

g1𝜏1(. . .), . . ., g
l−1
𝜏l−1

(. . .), . . . . . . . . . . . . . . . . . . , gn𝜏n(. . .), . . .,g
m
𝜏m(. . .),exp2

– ∀s . (0 < s < l) fsts ≃ gs𝜏s (т.е., 𝑓𝑠 = 𝑔𝑠);

– tl−1 ̸= 𝜏l−1;

– f ltl
= gn𝜏n, f

l+1
tl+1

= gn+1
𝜏n+1, . . . , f

k
tk

= gm𝜏m

(т.е., f l = gn, . . . и tl = 𝜏n, . . .), где k− l = m− n.

Говорят, что конфигурации Ci, Cj находятся в отношении Турчина

Ci ▷ Cj.

На любом бесконечном пути C1,C2, . . . , Cn, . . . найдутся две вре-

менны́х конфигурации Ci,Cj такие, что i < j и Ci ▷ Cj.
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Отношение Турчина не является транзитивным отношением

𝐶𝑖:

𝐶𝑗:

prefix𝑖 context

prefix𝑗 context((((((((((((((((((((((

(((((((((((((((((((((((

f1t1(. . . ), . . . , f
l−1
tl−1

(. . . ), f ltl
(. . .), . . . , fktk

(. . .), exp1

g1𝜏1(. . .), . . ., g
l−1
𝜏l−1

(. . .), . . . . . . . . . . . . . . . . . . , gn𝜏n(. . .), . . .,g
m
𝜏m(. . .),exp2

Говорят, что конфигурации Ci, Cj находятся в отношении Турчина

Ci ▷ Cj.

Идея:

– на данном отрезке пути вызовы функций из контекста не

участвуют в вычислении конфигурации Cj;

– каждый вызов функции из префикса Ci участвует в вычисле-

нии конфигурации Cj.
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Пример: C2 ▷ C5

let e.z = <f1 e.x> in <g2 e.z>

�� --
C1 : <f1 e.x>

��
**

K1 : <g2 e.z>

C2 : <q3 a:e.x> ̂,<p2 ∙>,∙

��		

♣

♣ C3:<u6 e.x>,<p5 ∙>,<f4 ∙>,<p2 ∙>,∙

**
ww

��

C4:<p5 b:e.x>,<f4 ∙>,<p2 ∙>,∙

tt
))

......... ♣ C5:<q7 e.x>,<f4 ∙> ̂,<p2 ∙>,∙

��.........
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Задача №N: Теория сложности вычислений и методы преобразо-

вания программ.

«Несозданных миров отмститель будь, художник, —

Несуществующим существованье дай;

Туманным облаком окутай свой треножник

И падающих звезд пойми летучий рай!»

Осип Мандельштам, 1911 г.
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