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Уравнения в словах 1

Системы уравнений в свободном конечнопорожденном моноиде

Определение. Пусть даны конечный алфавит констант Σ и алфа-

вит переменных 𝒱. Уравнением в словах из Σ* называется выра-

жение вида:

Φ = Ψ, где Φ,Ψ ∈ {Σ ∪ 𝒱}*.

Если |ΦΨ|Σ = 0, то уравнение называется бескоэффициентным.

Примеры: Пусть A ∈ Σ, x,y, z,v ∈ 𝒱.

xA = Ax,
xy z = z v x – бескоэффициентное уравнение Хмелевского.
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Уравнения в словах 2

О постановке задачи решения уравнений в словах

– Решить уравнение в словах.

– Что это означает, если множество решений уравнения бес-

конечно?

– Вопрос о структуре этого множества решений нетривиален.

– Алгоритм Маканина перечисляет множество решений, если

оно не пусто.
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Уравнения в словах 3

Почему задача решения уравнений в словах сложная?

Пусть алфавит Σ = {A}. Уравнения в словах

– Φ = Ψ кодируют диофантовые уравнения: |Φ| = |Ψ|.

– xΦ = Ψ кодируют диофантовые неравенства: |Φ| ≤ |Ψ|
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Уравнения в словах 4

Простые алгоритмы для некоторых классов уравнений

– Уравнения с постоянными правыми частями:

– Φ = C0, где C0 ∈ Σ* константа.

– Уравнения с одной неизвестной.

– Квадратичные уравнения.

Определение. Уравнение в словах Φ = Ψ называется квадратич-

ным, если каждая переменная входит в уравнение не более двух

раз: для любой x ∈ 𝒱 |ΦΨ|x ≤ 2.
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Уравнения в словах 5

Анализ Рефал программ

{︃
(e.x)(e.x) → . . .

. . . . . . . . .

Анализируем программу с параметризованными входными дан-

ными.

Параметризованные входные данные:

(Φ(p1, . . . ,pn)) (Ψ(p1, . . . ,pn)), где p1, . . . ,pn параметры.

Возникают уравнения произвольного вида:

Φ(p1, . . . ,pn) = Ψ(p1, . . . ,pn)

Здесь уравнение на параметры.
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Уравнения в свободном моноиде. Уравнения в словах. 6

Простейший пример

Квадратичное уравнение с одной переменной. x – переменная, A

– коэффициент.

xA = Ax

Множество решений: A*.

Квадратичные уравнения

Пример решения квадратичного уравнения. Уравнение Хмелев-

ского, x,y, z,v – переменные.

xy z = z v x
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Уравнения в свободном моноиде. Уравнение Хмелевского. 7
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Здесь любая u ∈ 𝒱, вхождение которой в сужение на ребре E име-

ет вид u′, пробегает (под)множество Σ+. Во входной вершине

ребра E штрих над переменными не ставится.
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Уравнения в свободном моноиде. Уравнение Хмелевского. 8
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Здесь значение u0 ∀u ∈ 𝒱, вхождение которой в сужение на ребре E

имеет вид u′, такое, что |u0| > 0. В вершинах E штрих не ставится.
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Уравнения в свободном моноиде. Уравнение Хмелевского. 9
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Здесь значение u0 ∀u ∈ 𝒱, вхождение которой в сужение на ребре E

имеет вид u′, такое, что |u0| > 0. В вершинах E штрих не ставится.
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Уравнение Хмелевского. Пример семейства решений. 10
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z → xz′ , y → zy′ , v → yv′ , (x → vx′)n, v → xv′ , z → vx, где n ≥ 0.

z → xz′ , y → zp, v → pv′ , x → vns, v → sr, z → rs, где p, r, s параметры.

z → (sr)nsrs, y → rsp, v → psr, x → (sr)ns, v → sr, z → rs ;
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Уравнение Хмелевского. Пример семейства решений. 11
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z → (sr)nsrs, y → rsp, v → psr, x → (sr)ns, v → sr, z → rs ;

Пример семейства решений: x = (sr)ns, y = rsp, z = (sr)nsrs, v = psr,

где N ∋ n ≥ 0, p, r, s – параметры, принимающие значения в Σ*.
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Уравнение сопряжения. Множество решений. 12

xyz = zvx

x→zx′
uu

z→xz′
��

z→x
((

xyz = vzx

x→vx′
uu

v→xv′
yy

v→x
��

yxz = zvx

y→zy′
��

y→z
((
z→yz′

,,

y = v

xyz = zvx

--

yz = zx

��

yxz = vx

v→yv′
((

v→y,z→𝜀

,,

xz = vx

uu

xyz = zvx

qq

yz = vzx

y→v,x→𝜀
��

y→vy′
))

xz = vx

x→vx′

��

v→xv′
""

v→x,z→x
((

x = x

𝜀 = 𝜀 yz = zx

y→zy′
uu

z→yz′
��

z→y
))

𝜀 = 𝜀

yz = x yz = zx

@@

z = x xz = vx

>>

z = vx

z → (sr)nsrs, y → rsp, v → psr, x → (sr)ns, v → sr, z → rs ;

Множество решений уравнения сопряжения xz = vx :

x = (sr)ns, z = rs, v = sr, где N ∋ n ≥ 0, r, s – словарные параметры.
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Отношение сопряжения слов. Определение. 13

Определение. Пусть z,v ∈ 𝒱*. Слово v называется сопряженным

слову z, если существует x ∈ 𝒱* такое, что x z = v x.

Если моноид M одновременно является группой относительно

операции в M, тогда отношение сопряженности в моноиде M есть

групповое отношение сопряженности:

x z = v x ⇔ v = x zx−1.
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Отношение сопряжения слов. Отношение эквивалентности. 14

Множество решений уравнения сопряжения x z = v x :

x = (sr)ns, z = rs, v = sr, где N ∋ n ≥ 0, r, s – словарные параметры.

Следствие 1: Слово v сопряжено слову z тогда и только тогда,

когда существует циклическая перестановка 𝜎 букв в слове z та-

кая, что 𝜎(z) = v.

Следствие 2: Отношение сопряженности в свободном моноиде

является отношением эквивалентности.
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Уравнения в свободном моноиде. Параметрические множества решений. 15

Пусть дан алфавит 𝒜. Определим множество 𝒫 параметрических

слов: (1) 𝒜* ⊂ 𝒫; (2) если 𝜑 ∈ 𝒫, n – натуральный параметр, тогда
𝜑n ∈ 𝒫; (3) если 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝒫, тогда 𝜑1𝜑2 ∈ 𝒫.

Нас будут интересовать параметрические слова в алфавите Σ ∪ 𝒱.
Термы p ∈ 𝒱 будем называть словарными параметрами.

Пример параметрического слова:

((sA r)n s)msn,

где N ∋ n,m ≥ 0, r, s – параметры, принимающие значения в Σ*.
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Уравнения в свободном моноиде. Параметрические множества решений. 16

Пусть дано уравнение в словах ℰ от n переменных x1, . . . ,xn.

Определение. n-ка парам. слов (𝜑1, . . . , 𝜑n) называется парамет-

рическим подмножеством решений уравнения ℰ, если при любой

подстановке 𝜎 конкретных значений параметров n-ка

(𝜎(𝜑1), . . . , 𝜎(𝜑n))

есть решение уравнения ℰ.

Определение. Множество решений уравнения ℰ параметризуемо,

если существует конечное множество ℳ параметрических под-

множеств решений уравнения ℰ такое, что для каждого решения

(x1, . . . ,xn) уравнения ℰ ∃M ∈ ℳ и подстановка 𝜎 конкретных зна-

чений параметров в M такая, что

𝜎(M) = (x1, . . . ,xn).
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Уравнения в свободном моноиде. Параметрические множества решений. 17

Пусть дан алфавит 𝒜.

Определим множество 𝒫 параметрических слов: (1) 𝒜* ⊂ 𝒫; (2)
если 𝜑 ∈ 𝒫, n – натуральный параметр, тогда 𝜑n ∈ 𝒫; (3) если

𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝒫, тогда 𝜑1𝜑2 ∈ 𝒫.

Нас будут интересовать параметрические слова в алфавите Σ ∪ 𝒱.
Термы p ∈ 𝒱 будем называть словарными параметрами.

Пример:

Множество решений уравнения сопряжения x z = v x параметри-

зуемо:

x = (s r)ns, z = r s, v = s r,

где N ∋ n ≥ 0, r, s – параметры, принимающие значения в Σ*.
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Параметрические множества решений. Бескоэффициентные уравнения. 18

Лемма ℵ. Для всякого бескоэффициентного уравнения в словах

Φ = Ψ в свободном моноиде с не менее чем двумя образующими и

любого его параметрического решения 𝜉 результат подстановки

𝜎 натуральным параметрам любых конкретных значений из N0 –

𝜎(𝜉) – является решением уравнения Φ = Ψ.

Доказательство:

Почти очевидно. �
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Параметрические множества решений. Бескоэффициентные уравнения. 19

Две теоремы Ю.И. Хмелевского

Теорема 1. (Хмелевский)

Множество решений любого бескоэффициентные уравнения с тре-

мя переменными параметризуемо.

Теорема 2. (Хмелевский)

Множество решений бескоэффициентного уравнения xy z = z v x в

свободном моноиде с не менее чем двумя образующими непара-

метризуемо.
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Слова Фибоначчи. Определение. 20

Слова Фибоначчи

Определение. Словами Фибоначчи называются элементы после-

довательности {wn} слов такой, что

w0 = A,
w1 = B,
wn+2 = wn+1wn.

Свойство 1. ∀n > 0. fn = |wn|, где fn – n-ое число Фибоначчи.
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Слова Фибоначчи. Свойства. 21

Слова Фибоначчи

Обозначим prefn(w), sufn(w) префикс и суфикс длины n слова w,
соответственно.

Свойство 2. Для всех n ≥ 2

suf2(wn) =

{︃
BA,если n чётное;
AB,если n нечётное.

Свойство 3.

∀n ∈ N,u ∈ Σ,u ̸= 𝜖 слово u4 не является подсловом слова wn.
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Уравнение Хмелевского. Утверждение 1. 22

Утверждение 1. xy z = z v x ⇒ y = v или Alpha(x z) ⊆ Alpha(y v).

Доказательство Утв. 1.

Из симметрии уравнения можно предполагать, что |x| ≥ |z|.
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Уравнение Хмелевского. Доказательство Утв. 1 - I. 23

Утверждение 1. xy z = z v x ⇒ y = v или Alpha(x z) ⊆ Alpha(y v).

Доказательство Утв. 1.
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Выделенный случай тривиален. �
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Уравнение Хмелевского. Доказательство Утв. 1 - II. 24

Утверждение 1. xy z = z v x ⇒ y = v или Alpha(x z) ⊆ Alpha(y v).
Доказательство Утв. 1. (II)
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Здесь: X = ZQ′ = P′Z ⇒ Z = (s r)ns, Q′ = r s, P′ = s r, X = (s r)n+1s,

где s, r ∈ Δ*, P,Q ∈ Δ+.

Из уравнения (⋆) имеем: Q′ есть начало V, P′ – конец Y.

Если 𝛾 ∈ Alpha(XZ) ⊆ Δ, то |sr|𝛾 > 0 ⇒ (𝛾 ∈ Alpha(YV)). �

8 июня 2021 г., Москва



Уравнение Хмелевского. Доказательство Утв. 1 - III. 25

Утверждение 1. xy z = z v x ⇒ y = v или Alpha(x z) ⊆ Alpha(y v).

Доказательство Утв. 1. (III)

xyz = zvx (⋆)

x→zvx′

vv
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��
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&&

x′yz = zvx′

11

II � y = v

Здесь: Либо (ZV = 𝜖) ⇒Y = 𝜖, либо |X′ | < |X|.
Индукция по длине |X|.
Шаг индукции: так как X = ZVX′, то
(Alpha(X′ Z) ⊆ Alpha(YV)) ⇒ (Alpha(XZ) ⊆ Alpha(YV)).
Базис индукции: доказан в случаях (I), (II). �
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Уравнение Хмелевского. Доказательство непараметризуемости. 26

Теорема 2. (Хмелевский)

Множество решений бескоэффициентного уравнения xy z = z v x в
свободном моноиде с не менее чем двумя образующими непара-

метризуемо.

Идея доказательства Чейзлер (E. Czeizler, 2005).

Предположим обратное: Тогда,

– либо длины всех 4-х коорд. проекций Ti парам. решения урав-

нения, т.е. над алфавитом Δ, равномерно ограничены;

– либо ∃Ti. ∀N0 ∈ N. ∃(u ∈ Ti,h ∈ Δ+,u1,u2 ∈ Δ*,n > N0) такие,
что u = u1 h

n u2.

С другой стороны, построим бесконечную последовательность

решений, компоненты которых – подслова слов Фибоначчи, и ко-

орд. проекции этой последовательности не содержат четвертых

степеней непустых подслов.

Получили противоречие. �
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Теорема 2. (Хмелевский)

Множество решений бескоэффициентного уравнения

xy z = z v x (⋆)

в свободном моноиде с не менее чем двумя образующими непа-

раметризуемо.

Доказательство Чейзлер (E. Czeizler, 2005).

Предположим обратное: ∃ конечное число 4-ок парам. слов

(T1,T2,T3,T4), параметризующих множество корней (x,y, z,v) урав-
нения (⋆).

K , (K1,K2,K3,K4) – одна из таких 4-ок, Δ и Λ суть алфавиты

словарных и натуральных параметров 4-ки K, соответственно.
𝜎(K) = Π , (X,Y,Z,V) – результат постановки 𝜎 некоторых кон-

кретных значений натуральных параметров.

По Лемме-ℵ Π есть корень уравнения xy z = z v x (⋆) над алфави-

том Δ. Следовательно, |Y|Δ = |V|Δ.
8 июня 2021 г., Москва
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Пусть Gn , preffn−2(wn) для всех n ≥ 2.

Свойство: ∀n = 2k ≥ 4. wn−2Gn−1 = Gn.

Доказательство: Индукция по k. �

Пример:

w0 = A, w1 = B, w2 = BA, w3 = BAB, w4 = BABBA, . . .

G2 = 𝜖, G3 = B, G4 = BAB, . . .

Свойство 2. Для всех k ≥ 1 suf2(w2k) = BA, suf2(w2k+1) = AB.

Докажем, что ∀n = 2k,k > 1. (X, Y, Z, V) , (Gn, BA, Gn−1, AB) ко-

рень уравнения Хмелевского xy z = z v x над алфавитом Σ.

Нужно доказать: ∀n = 2k,k > 1. GnBAGn−1 = Gn−1ABGn.

preffn−2(wn)BAGn−1 = preffn−1−2(wn−1)ABGn – по определению Gn

wnGn−1 = wn−1Gn – Свойство 2

wn−1wn−2Gn−1 = wn−1Gn

wn−2Gn−1 = Gn �
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По предположению, множество решений уравнения Хмелевского

xy z = z v x

параметризуемо.

⇒
∀n = 2k ≥ 4 существуют параметрическое решение

Kn , (K1,n,K2,n,K3,n,K4,n)

и подстановка 𝜎n конкретных значений натуральных параметров

такая, что

𝜎n(Kn) = (Gn, BA, Gn−1, AB).
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𝜎n(Kn) = (Gn, BA, Gn−1, AB)

Докажем, что длина |𝜎(K1)| = |Gn| равномерно ограничена по n.

1. 𝜎n(K1,n) = Gn есть префикс wn, который не содержит подслов

вида u4 ̸= 𝜖 ⇒ для каждого натурального нат. параметра m в

K1,n имеем 𝜎n(m) < 4. – Свойство 2.

2. 𝜎n(K2,n) = BA, 𝜎n(K4,n) = AB ⇒ 𝜎n(K2,n) ̸= 𝜎n(K4,n)
⇒ Alpha(𝜎n(K1,n)𝜎n(K3,n)) ⊂ Alpha(𝜎n(K2,n)𝜎n(K4,n)) – Утв. 1.

Число параметров |𝜎n(K2,n)|Δ = |BA|Δ = |𝜎n(K4,n)|Δ = |AB|Δ ≤ 2
⇒ |Alpha(𝜎n(K1,n)𝜎n(K3,n))| ≤ 2⇒ |Alpha(K1,nK3,n)| ≤ 2
⇒ ∃Const∀n.|K1,n| = |Gn| ≤ Const

�

Что противоречит неограниченному росту длин слов Фибоначчи.

Полученное противоречие доказывает Теорему Хмелевского 2.

�
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